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Forord

Manga av drade tilltdnkta ldsare har kanske sett i tidningar eller i TV de smatt
chockerande firgsprakande monster som kallas fraktaler, (speciellt kring aren
1988 - 1990) och dérvid fatt till livs att de dr datorgenererade enligt en ny gren
inom matematiken som kallas fraktalgeometri. Denna nya "naturens geometri",
som den ocksa kallas, har visat sig vara ett mycket anviandbart redskap for att
beskriva sa vitt skilda saker som kustlinjer, bergsformationer, vatmarker,
blodkirlens forgreningar, storningsfrekvenser pa teleledningar, variationer av
aktiekurserna, vidrets variationer, galaxers och galaxhopars fordelning i
virldsrymden etc. M a o tangerar fraktalgeometrin hela tillvaron. En av de
uppslagsidndar som fick fraktalgeometrins fader, den polsk-judiske
matematikern Benoit Mandelbrot verksam i USA, att upptiacka denna nya gren
inom matematiken var bomullsprisernas variationer 6ver ett sekel.

Dom hallucinationsartade vackra bilder som oftast forknippas med
fraktaler, dr dock resultatet av ett nytt sitt att studera matematiska funktioner.
Detta "nya sétt" grundlades redan pa 1920-talet av de bada franska
matematikerna Gaston Julia och Pierre Fatou. Det var dessa bada herrar som
postulerade de matematiska objekt som kommit att kallas juliaméngder.
Eftersom det inte fanns nagra datorer som kunde visualisera dessa mangder, var
det fa som begrep vad det rérde sig om och deras verk glomdes i stort sett bort.
Det var tack vare bl a Mandelbrot och rikneglada datorer som juliaméngderna
bokstavligt talat kom ut i ljuset. Ut i ljuset kom @ven urfadern till
juliaméngderna, efter sin upptickare kallad mandelbrotmdngden. Det dr om hur
dessa médngder, mandel och julia, genereras som detta kompendium handlar.

Det forsta kompendium forfattaren gav ut som behandlar det
matematiska och figurmissiga sambandet mellan juliaméngderna och
mandelbrotméngden, bar titeln "Monstret pa din tréja" Kompendiet ingar vid
kop av T-shirt eller college-tréja med en vacker juliafigur pa och dr nagot av en
foregangare till detta kompendium. Sedan har forfattaren latit trycka trojor med
en djup forstoring i mandelbrotméingden, samt dven latit gora ett antal A4-
planscher med ett par andra djupa forstoringar i mandelbrotméngden. Till vart
och ett av dessa motiv ingar ett kompendium som dels kortfattat beskriver
mandelbrotméngden, dels innehaller en serie svartvita bilder som visar
respektive inzoomningsekvens. I dessa senare kompendier forklaras
matematiken bakom mandelbrotméngden kortfattat 1 foljande kryptiska
ordalag:

"Matematiskt bestdar mandelbrotmdingden (oftast svart pd fdrgbilder) av

mn_trr

7", for

n_rn

de punkter "'c", pa det komplexa talplanet ddir den komplexa variabeln
processen 7 -> 7. + ¢, inte gdr mot odindligheten dd z = 0 dr startviirde.
Fdrgerna runt omkring anger efter hur manga iterationer for ett visst "'c", den
komplexa variabeln "7" viixt utanfor en viss radie (i mina bilder radien 10).
Om "7" nagonsin nar utanfor en radie av 2, kommer "'7" att véiixa snabbare

och snabbare i all evighet och motsvarande "'c" tillhor alltsa inte

mandelbrotmdngden'.

I detta kompendium forklaras bl a ovanstaende lugnt och metodiskt.
Detta pa en niva dir alla med grundskolekompetens skall kunna hidnga med.
Enda kravet dr nyfikenhet och brist pa fordomar om att "detta ar for svart for
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mig". Som vi skall se behdver det faktum att de monster vi tittar pa dr mycket
komplicerade inte alls betyda att matematiken som genererar dessa figurer ar
komplicerad. Att komplicerade monster och beteenden kan ha enkla orsaker

(och vise versa) dr dessutom en av upptéickterna av den nya kaosforskningen.

Jag som skrivit detta kompendium é&r inget proffs pa matematiken bakom
fraktaler, utan mina matematiska kunskaper dr kvardréjande sadana sedan
gymnasietiden. Ej heller tillhor jag den skara hackers som sitter och skriver
egna program utan haller till godo med vad som bjuds. For folk som kan
programmera dr det emellertid ldtt att gora program for mandelbrot- och julia-
figurer.

For framstiallande av detta alster har foljande
datorprogram for Macintosh anvénts:

FractalMagic 3.0.3b av Dave Platt fran Sintar Software. En kommersiell lite
snabbare version av public domain-programmet MandelZot. Med detta
program har samtliga mandelbrot- och julia-figurer framstéllts.

Fractal World av Niklas Lindholm, Kullavik, ej publicerat dnnu. Detta
program har anvénts for framstédllning av koch-kurvan i 1:a kapitlet..

MacDraw II 1.1, Claris Corporation, for redigeringen av bilderna.

MacWrite Pro 1.0Sv2, Claris Corporation, for ordbehandling och
sammanstédllning av kompendiet.

Pdf-versionen 2005

Bilderna och texten har flyttats 6ver till windowsplattform via ClarisWorks
(mac & PC) och monterats pa nytt i detta program och dérefter skivits ut till
ett pdf-dokument anpassat for dubbelsidig utskrift. For att varje kapitel ska
borja pa udda sida ér vissa sidor blanka. Dispositionen dr densamma som i det
ursprungliga kompendiet, men teckenstorleken i brodtexten har krympts fran
14 till 12 punkter och texten gjort smalare. Detta for att gora texten mer ldsbar.
Om vissa illustrationer ser konstiga ut pa skdrmen, dndra storlek!
Omslagsbilden samt figur 21 & 32 ér gjord med Ultra Fractal, medan figur 31
ar gjord med fractal eXtreme.

Synpunkter, fragor och bestillningar

mottages tacksamt av Ingvar Kullberg, tel 0435-224 83.
E-post: ik@klippan.seths.se. Hemsida: http://klippan.seths.se/ik/ik
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Viagen till mandelbrotmiangden

1) Kort om fraktaler i allménhet

Ordet fraktal ar en forsvenskning av engelskans fractal och myntades forsta
gangen pa 1970-talet av den i forordet namnde fraktalgeometrins fader, Benoit
Mandelbrot. Mandelbrot bildade ordet fran latinets fractus vilket ungefér
betyder 'sonderbruten’. M a o. fraktalgeometrin beskriver det som &r kantigt
och sonderbrutet i tillvaron. En del av rotterna till fraktalgeometrin dr
monsterfigurer fran sekelskiftet. En sadan monsterfigur &r den s k von Koch-
kurvan eller Koch snéflinga, uppkallad efter den svenske matematikern Helge
von Koch. Figur 1 visar hur denna bildas figurmaissigt. Alltsa:

I) Vi utgar fran en vanlig liksidig triangel.

IT) Pa var och en av de tre sidorna, ersitter vi mittersta tredjedelen med tva
sidor i en ny liksidig triangel varvid varje sida svéller upp till fyra sidor, varfor
den ursprungliga triangeln nu blir en Davidsstjdrna med 4 x 3 = 12 sidor.

I IT

III v

fig 1. Von Koch snéflinga steg for steg.



III) Pa var och en av dessa 12 sidor ersitter vi anyo mittersta tredjedelen med
tva sidor av en liksidig triangel.

IV) Efter att i odndlighet upprepat ovanstaende operation pa alla nya
uppkomna sidor, dr var fraktalkurva férdig.

Sista figuren dr naturligtvis ingen fullt utbildad fraktal. Inte ens en dator
kan upprepa en operation i det oidndliga, men bilden ovan ger for fantasin en
vision av hur den fullt utbildade koch-kurvan ter sig. Med hjilp av denna
fraktalkurva skall vi nu titta pa vilka egenskaper en fraktal har i storsta
allménhet:

1) Koch-kurvan liksom andra fraktaler genereras genom att en oftast
enkel operation upprepas 1 det oédndliga, s k iteration.

2) For varje iteration okar koch-kurvans omkrets. Nar kurvan dr klar (om
man nu kan sidga sa nir det ror sig om odndligt manga iterationer) dr omkretsen
lika lang som till randen av ett odndligt universum trots att den inneslutna arean
ar andligt stor.

3) Vi tittar nu pa 6vre delen av snoflingan (fig 2). Det uppforstorade
inramade omradet ser likadant ut som hela den 6vre figuren. Hur mycket vi én
forstorar aterkommer samma monster. Man sdger att en fraktal ar sjalvliknande
i alla skalor. Kochkurvan och andra monsterkurvor fran sekelskiftet ansags inte
ha nagonting med verkligheten att gora. Mandelbrot fann emellertid att former i
naturen, kustlinjer, berg, molnformationer, askblixtar etc var var mycket mer
beslidktade med dessa monsterfigurer &n med vanliga geometriska objekt, t ex
trianglar klot etc. I borjan av 80-talet gav Mandelbrot ut en bok, The Fractal
Geometry of Nature, som kommit att bli en kultbok. Boken inleds med de
bevingade orden:  "Moln idr inga sfirer, berg dr inga koner, kustlinjer dr inga
cirklar, bark ir inte slt, ej heller fiardas askblixten ldngs en rit linje". Naturen
later helt enkelt inte sig métas i den vanliga geometrins begrepp, ldngd, area etc.
Hur lang 4r bohuskusten till exempel? Det beror pa i vilken utstrickning man
blundar for uddar och fjordar. Fjordarna har sedan mindre vikar etc. Aven om
dessa mindre vikar inte 4r nagon exakt kopia av den storre viken, har de dock
ofta samma grad av kantighet. Aven en kustlinje ir alltsd sjilvliknande om inte i
alla, sa dock i manga skalor. En kustlinje, liksom ett triad eller ett berglandskap
ar alltsa en ansatts till en fraktal. Ju noggrannare man miter, dess ldngre blir
kusten. Att tala om en kusts langd dr alltsa meningslost. Ett annat begrepp én
langd far alltsa tillgripas nédr man vill kvantifiera en kustlinje. Darmed &r vi inne
pa den sista egenskapen som ir speciell for en fraktal, nimligen
fraktaldimension.

4) En punkt har dimensionen noll, en linje (den ma vara rak eller en del av
t ex en cirkelbage) har dimensionen ett, en area dimensionen tva (det krivs tva
tal for att definiera den), ett rum dimensionen tre (Iingd, hojd och bredd).
Vilken dimension har da var kochkurva? Den ér for tillknycklad for att bara
vara en linje, men den #r ingen yta heller. Den dr nagot slags mellanting.
Matematikerna séger att den har en fraktaldimension pa ca 1,26!!! Fraktaler har
alltsa dimensioner som ligger mellan heltalen!!! Hur man bestammer en fraktals
dimension behandlas inte i detta kompendium, men ju kantigare en kurva ir, ju
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fig 2. Ovre delen av Von Koch snéflinga. Det inramade omradet ser
likadant ut som so hela éverdelen.

langre fran 1 ligger dess dimension. Storbritanniens kustlinje har en
fraktaldimension pa ca 1,30, medan Norges kustlinje sidges vara 1,52-
dimensionell!!! Pa samma sétt har en landyta en fraktaldimension som
Overstiger tva, p g a dess hojder. kullar och berg.

Denna nya "naturens geometri" har tillsammans med datorernas intag i
tillvaron gjort det ldtt som en plétt for t ex filmindustrin att gora landskap till
sina filmer, landskap forvillande lika verkliga landskap. Hur landskapsfraktaler
genereras ligger utanfor forfattarens kunskapsomrade. Amnet for detta
kompendium ir istédllet de markliga mycket fargsprakande och vackra
fraktalmonster som finns i kanten av den s k mandelbrotmingden, och
tillhorande juliafigurer. I det foljande skall jag efter basta formaga beritta
historien om hur dessa figurer genereras och deras innebord. Manga av drade
lasare har sikert l4st nagonting om att dessa figurer bildas genom den iterativa
processen z -> z* + ¢ i ndgot som kallas det komplexa talplanet. Dessa
tungvrickande begrepp skall lugnt och metodiskt forklaras i det foljande.






2) Tallinjen

Tallinjen &r en rak horisontell linje, odndligt lang. Pa denna ligger alla vara
"vanliga" tal placerade med nollan i mitten, de positiva talen till hoger och de
negativa till vinster. Eftersom den innehaller alla braktal (t ex 1/2, 2/3 etc) och
alla irrationella tal (som ej gar att skriva som allménna brak och som inte har en
periodisk decimalutveckling, t ex pi) dr denna talens linje sammanhéngande.

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3
fig 3. En bit av tallinjen.
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3) Iteration

Iteration betyder, som vi sett ovan, 'upprepning'. Vad hinder om man tar ett
tal, kvadrerar det (multiplicerar det med sig sjéalvt), kvadrerar resultatet etc i all
oindlighet, uttryckt pa matematiska x -> x* (lds x blir x?, "x" ér vilket tal som
helst, pilen betyder att resultatet, d v s det kvadrerade talet blir nytt

ingangsvirde, d v s nytt x etc i all odndlighet). I de flesta fall blir resultatet

storre och storre, ex 2 ->2°=4 >4 =16 ->16"'=256.......... -> +0i (lids
plus ocindligheten).' Men tal mindre 4n 1 men storre 4n -1 gar mot noll, ex 1/2
-> (172" = 1/4 -> (1/4)* = 1/16 -> (1/16)* = 1/256.......... -> 0. Den serie av

virden man erhaller for ett visst startvirde, kallas detta startvirdes orbit.
Orbiten for talet 2 t ex, som genereras av den dynamiska processen x -> X?, dr
alltsa 2 -> 4 -> 16 etc. Om vi pa tallinjen markerar alla startvirden vars orbits
inte gar mot oidndligheten for denna dynamiska process, far vi en rak linje
from -1tom+1 (fig4).

fig 4.

Eftersom ett negativt tal multiplicerat med sig sjdlvt ger en positiv produkt ger
alla begynnelsevirden till vinster om nollan samma orbits fr o m 2:a termen
som motsvarande positiva begynnelsevirden, t ex -2 -> (-2)* =4 -> 4’ = 16 etc.
Tal som ligger utanfor den tjocka linjen har alltsa orbits som gar mot plus
oédndligheten, medan de tal som ligger innanfor &ndpunkterna pa linjen har
orbits som gar mot noll. Man séger att for processen x -> x> dr odndligheten
attraktor for tal storre dn 1 och mindre dn -1, samt att noll dr attraktor for tal
mellan -1 och 1.

Vad hinder med dndpunkterna pa linjen nér vi kor var dynamiska
process? Hogra dndpunkten, d v s +1, paverkas inte eftersom 1*1 = 1. En
sddan punkt kallas fixpunkt. Vinstra punkten, -1, ger orbiten -1 -> (-1)’ =1 ->
1 -> 1 etc, d v s som orbiten for +1 ovan efter en iteration. En sadan punkt
kallas forperiodisk darfor att den efter ett antal iterationer, i detta fall en
iteration, uppnar sin periodiska cykel, i detta fall perioden 1. Fixpunkterna till
processen x -> x” far vi genom att 16sa ekvationen x = x*. Eftersom denna &r en
andragradsekvation bor den ha tva I6sningar. Var ekvation &r sa enkel att vi inte
behdver ga in pa hur man 16ser sadana, utan vi ser direkt att 16sningarna ar x =
0 och x = 1, eftersom 0 = 0? och 1 = 12. Aven 0 #r alltsi en fixpunkt. De bida
fixpunkterna, O och 1, har dock olika karaktédr. Ovan kallade vi O for en
attraktor eftersom alla punkterna pa tallinjen mellan -1 och 1 har orbits som
ndarmar sig fixpunkten. En sadan fixpunkt kallas attraktiv fixpunkt (i detta fall dr
fixpunkten t o m superattraktiv, men detta skall vi inte ga in pa hir). Med den
andra fixpunkten, 1, forhaller det sig helt annorlunda. Den attraherar endast tva
punkter pa tallinjen, sig sjdlv och den forperiodiska punkten -1 och exakt
endast dessa. En sadan fixpunkt kallas repellerande fixpunkt. Tag t ex
punkterna 0,999 och 1,001. Trots att dessa ligger mycket néra fixpunkten 1,

! Eftersom jag i skrivande stund saknar teckent for oéndlighet (liggande 8) pa min windows-
dator, skriver jag i stillet ”od”.
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kommer deras orbits inte att ndrma sig denna fixpunkt, utan den forstnimnda
attraheras av 0 och den andra av +o4 (odndligheten #r ocksa en fixpunkt
eftersom od = 0d’ men nér man loser ekvationer brukar man avse deras finita
16sningar). En repellerande fixpunkt stoter alltsa ifran sig alla andra punkter
utom sig sjilv och ett antal forperiodiska punkter.

Dessa bada punkter, -1 och 1, som utgor grinsen mellan de punkter vars
orbits sliangs ut mot odndligheten eller gar mot noll, utgér den kaotiska
mdéingden for x -> x°. Med detta menas att ett "odndligt litet felsteg" vid sidan
om dessa punkter (t ex 0,999 eller 1,001 i stéllet for 1) ger minst sagt olika
slutresultat. Sadan kanslighet for begynnelsevirdets exakthet kallas sensitivt
beroende av begynnelsevilkor (Jmf fjirilen som fladdrar till 1 Burmas regnskog
och far en orkan pa Nordatlanten att ta en annan vig nagra manader senare).
Denna kaotiska méngd kallas ocksa juliamiingden for x -> x*. Diarmed har vi
tangerat underrubriken pa kompendiet. For att kunna komma juliamingderna,
som ofta #r fraktaler, nirmare in pa livet maste vi forst utvidga vart talbegrepp.
Forst skall vi dock sammanfatta de tungvrickande termer som introducerats i
detta kapitel;

-iteration,

-orbit,

-attraktor,

-fixpunkt, som kan vara attraktiv eller repellerande,
-forperiodisk punkt,

-kaotisk mdngd,

-sensitivt beroende av begynnelsevilkor,

-juliamdngd.

Med detta ordforrad kommer man langt i tungomalstalandet om fraktaler och
kaos.
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4) De fantiserade talen och det komplexa
talplanet

I det foregaende har vi sysslat med att kvadrera tal. Motsatsen r att dra
(kvadrat-)roten’ ur ett tal, med vilket menas att att man soker det tal som
multiplicerat med sig sjdlv ger det forsta talet; ex sqrt(9) = +3 eftersom 3* =9
och dven (-3)* =9, sqrt(16) = +4 eftersom 4° = 16 och (-4)* = 16 etc. De flesta
kvadratrotter dr emellertid irrationella t ex sqrt(2) = +1,41421..... och sqrt(3) =
+1,73205..... . Vad blir da roten ur ett negativt tal, t ex sqrt(-1)? Inte 1
eftersom 1° = 1, ¢j heller -1 eftersom #ven (-1)° = 1. Det finns alltsa inget tal
som multiplicerat med sig sjdlvt blir -1 (och inget annat negativt tal heller). Det
ar dock inget som hindrar att man hittar pa ett sadant tal, sa 1inge man inte
blandar ihop det med de vanliga talen. Detta &r precis vad man gjort. Man sidger
helt enkelt att  sqrt(-1) = +i, dér i star for imagindir 'forestilld, fantiserad'.
Saledes ir savil i’ = -1 och (-i)’ = -1. Nu kan man dven dra roten ur andra
negativa tal; sqrt(-9) = +3i, sqrt(-16) = +41 etc.

Med dessa imaginéra tal kan vi gora en egen tallinje. For att halla isir
denna fran "de vanliga" reella talens linje ligger vi den imaginira tallinjen
vertikalt, och vips har vi ett plan, det komplexa talplanet. Ett komplex tal
bestar av tva komponenter, realdelen samt imagindrdelen som har ett "i" efter
sig. [ figur 5 (nedan) visas hur de komplexa talen -1+2i samt 3-i ligger i
talplanet.

Att rikna med komplexa tal dr inte mycket svarare #n att rikna med de
reella talen. Lat oss t ex addera de bada komplexa talen ovan, -1+2i och 3-i. Da

A

3i +
'1+2i r — 2| .
I
I
| i+
|
I
i i i i i i i i
4 -3 2 1 0 1 2 3 4
I
£ 3
2 4+
fig S.

* Eftersom jag dnnu inte har tillgang till tecknet fér kvadratrot pa min windowsdator anvinder
jag forkortningen ”sqrt” (squarerot), vanlig i programmering
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lagger vi helt enkelt tillsammans realdelen for sig och imaginirdelen for sig,
alltsa; (-1+2i) + (3-i) = 2+i. Pa motsvarande sétt gor vi vid subtraktion; (-1+21)
- (3-1) =-1 + 2i - 3 + 1 = -4+3i (nér vi tar bort parentesen efter minustecknet,
byter vi tecken inuti parentesen). Vid multiplikation multiplicerar vi var och en
av termerna i de bada parenteserna med varandra, alltsa (-1+2i)*(3-1) =-3 +1i +
6i - 2i* = -3 + 7i - 2i*. Eftersom i’ = -1 enligt definitionen av imaginira tal, far
vi; -3 + 7i - 2(-1) = -3 + 7i + 2 = -1+7i. Division behover vi inte ga in pa hir
(man borjar med att forlinga med ndmnarens s k konjugatkvantitet).

Hiarmed hoppas jag att begreppet "komplexa tal" dr avmystifierat. Det
visentliga att veta for fortsdttningen r att ett komplext tal har tva
komponenter, realdel och imagindrdel, och att ett komplext tal aterges pa ett
plan, det komplexa talplanet, i stillet for en linje (de vanliga talen kan betraktas
som specialfall dar imaginérdelen &r noll).
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5) Iteration i det komplexa talplanet

Innan &drade ldsare lidser detta kapitel, rekommenderar jag en kort repetition av
kapitel 3 Iteration. Vi utfér nu samma iterativa process, men istillet for att
bara halla oss till den reella tallinjen, markerar vi de tal, z (z = X + yi), pa det
komplexa talplanet vars produkt inte gar mot odndligheten for processen z ->
7’ och fér da en fylld cirkel med radien 1 (fig 6).

A

Med avseende pa processen z -> z” finns tre slags punkter pa talplanet:

1) Punkter utanfor cirkeln har orbits som gar mot odndligheten. Dessa
sdgs tillhora attraktionsbassingen odndligheten.

2) Punkter innanfor cirkeln har orbits som gar mot den attraktiva
fixpunkten z = 0. Dessa ségs tillhora attraktionsbassingen noll.

3) Punkter pa (och da menar jag exakt pa) cirkeln har orbits som aldrig i
evighet kommer att 1imna cirkeln. Dessa punkter (=cirkeln) utgor alltsa
Juliaméiingden for processen z -> 7.

Punkter pa juliamingden tillsammans med punkter som tillhér en domén
som begrinsas av juliamingden, i vart fall punkter som ligger pa och innanfor
cirkeln, kallas den ifyllda juliamdngden. Den ifyllda juliamingden brukar vara
svart pa fargbilder.

Vilken orbit har en punkt pa cirkeln? Som vi sett i kapitel 2, har var
dynamiska process en repellerande fixpunkt z = 1. Denna attraherar sig sjilv (1
-> 1 -> 1 etc) och den forperiodiska punkten z = -1 (-1 -> 1 -> 1 etc). Néar vi
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endast sag till den reella tallinjen, utgjorde dessa tva punkter hela juliaméngden.
Med var nyligen vidgade syn pa vérlden (kapitel 4) fann vi att dessa endast var
tva punkter pa en cirkel. Da visar det sig att det finns manga fler forperiodiska
punkter som har orbits som leder till den repellerande fixpunktenz =1, tex z
=1 (hogst upp pa cirkeln) vars orbit dri-> -1 ->1 -> 1 etc (eftersom i’ = -1),
eller z = -i (langst ner pa cirkeln) vars orbit &r -i -> -1 -> 1 -> 1 etc (eftersom
dven (-i)* = -1). Trots att ozindligt manga punkter pa cirkeln ir forperiodiska till
var fixpunkt utgor dessa inte hela cirkeln. Dessutom finns punkter, s k
repellerande periodiska punkter, som ligger i1 periodiska cykler med perioden 2,
3...... etc, kort sagt alla cykler. Till dessa finns ocksa forperiodiska punkter.
Slutligen finns punkter pa cirkeln vars orbits dr helt kaotiska, d v s aldrig i
evighet hamnar pa samma stille pa cirkelbagen.

M a o cirkeln som i alla tider varit symbol for oforanderlighet och
Gudomlig ordning utgdors i sjédlva verket av ett ohyggligt kaos. I detta kapitel
har foljande konstiga ord tillkommit:

-attraktionsbassdngen odndligheten,
-attraktionsbassdngen noll,
-ifyllda juliamdngden,

-repellerande periodisk punkt.
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6) Det kaotiska intervallet

Den iterationsformel vi egentligen vill studera &r z -> z* + ¢, dér ¢ &r en
konstant, gdrna komplex den ocksa (d v s ¢ = a + bi), som vi ldgger till vid varje
iteration. Ovanstaende juliamingd, cirkeln, dr att betrakta som ett specialfall
dédr ¢ = 0. Vad hiander om c inte dr noll? Vi skall titta pa ett annat specialfall dér
c=-2,dvsviitererar nu z -> z* + (-2), d v s z -> z* - 2. Den juliamingd vi nu
far fram visar sig vara en rit linje fr o m -2 t o m +2 (fig 7).

2i +

fixpunkt . fixpunkt

2 +

fig 7.

Denna simpla juliaméngd 4r o4dndligt tunn och innesluter ingen domén som
cirkeln. Fixpunkterna far vi genom att 16sa andragradsekvationen z = z* - 2,
vilken har 16sningarna z = 2 och z = -1 eftersom 2 = 2°- 2 och -1 = (-1)* - 2.
Bada fixpunkterna dr repellerande.

Juliaméngdens utseende styrs alltsa helt av virdet pa konstanten c. For
alla andra vérden 4n ¢ = 0 (cirkeln) eller ¢ = -2 (intervallet from -2 t o m +2) &r
juliaméngden en fraktal. Innan vi tittar pa nagra av dessa, skall vi titta lite pa

fargmystiken 1 de fargglada bilderna av dessa fraktala skonheter.
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7) Fargerna da?

Datorprogrammen som genererar dessa fiargglada bilder av juliamingderna ir en
sorts simuleringsprogram. Man bestimmer sig for att undersoka ett omrade av
det komplexa talplanet, i bilderna av cirkeln och intervallet nedan, fran -3 till
+3 ldngs realaxeln, samt fran -2i till +2i ldngs imagindraxeln (bilderna &r ldgre dn
breda). Fonstret pa datorskdrmen som bilden ligger i har ett antal fyrkantiga
bildelement, s k pixlar, antag for enkelhetens skull 600*400 = 240 000. Var och
en av dessa 240 000 pixlar representerar nu ett komplext tal, z = x + yi. Forsta
pixeln ldngst upp till vinster representerar alltsa talet -3+2i, nésta pixel till
hoger representerar talet -3+(1/599)*6 + 2i (spannet i horisontalled fran -3 till

3 dr 6. Efter forsta pixeln maste man ga ytterligare 599 steg at hoger, eftersom
upplosningen i horisontalled var 600). Pa samma sétt representerar pixeln
ndarmast under oversta pixeln talet -3 + 2i-(1/399)*4i (spannet i vertikalled fran
-2i till 2i ar 4. Efter 6versta pixeln maste man ga ytterligare 399 steg nedat,
eftersom upplosningen i vertikalled var 400). Nu provar datorn (eller rittare
sagt vart program) vart och ett av de 240 000 komplexa talen om huruvida dess
framatriktade orbit for processen z -> z° + ¢ efter t ex 100 iterationer
fortfarande befinner sig inom en viss radie, lat oss vilja radien 10, fran det
komplexa talplanets centrum. I sa fall anses talet som var startvirde tillhora

den ifyllda juliamingden och motsvarande pixel tinds med svart firg. Om
didremot dess orbit nar utanfor radien 10 efter 1, 2, ....... eller 99 iterationer
ligger startviardet utanfor den ifyllda mangden och kommer i raskt takt att bege
sig mot odndligheten. Det dr hir vara farger kommer in. Vi delar nu upp
attraktionsbassidngen odndligheten. Omradet utanfor en cirkel med radien 10
kallar vi malméngden (eng target set). Innanfor cirkeln med radien 10 har vi i
vart fall 99 nivaméngder (eng level sets), indelade efter hur manga iterationer

fig 8.c = 0.
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fig 9. c = -2.

som krivs for att det komplexa talets orbit skall na malméngden. Det dr dessa
nivaméngder som firgsitts med olika firger enligt en efter tycke och smak
passande firgskala. I figur 8 och 9 ir firgskalan omvixlande svarta och vita félt
(eftersom det blir for dyrt att gora kompendier i farg). Det svarta féltet som
skymtar i hornen tillhor nivaméangden 1, forsta vita filtet nivaméangden 2, andra
svarta féltet nivamédngden 3 etc. Grianserna mellan nivaméngderna nidrmar sig
juliaméngden mer och mer. Da juliaméngden i forsta fallet &r en cirkel dr
grinserna mellan alla nivamangderna cirklar. I andra fallet da juliaméngden &r en
rak linje &@r det bara gransen mellan malmingden och forsta nivaméngden som &r
en cirkel. de andra grinserna blir mer och mer ovala och gar till sist inte att
urskilja fran linjen. I 6vriga fall nér juliamzngden #r en fraktal, framhiver
nivamingderna mangden. I figur 10 visas ett exempel dér ¢ = 0,380 + 0,336i.
Har undersoker vi ett nagot snévare félt inom det komplexa talplanet, fran ca -
1,8 till +1,8 ldngs realaxeln och fran ca -1,2i till +1,2i ldngs imaginédraxeln.
Forsta svarta bandet representerar 3:e nivaméngden, tionde och sista svarta
bandet representerar nivaméngd 21. Nivamédngderna 22 t o m 199 ar alla vita
for att bilden skall bli mindre blurrig. Den svarta draken (= den ifyllda
juliamingden) dr de punkter vars orbit inte natt utanfor en radie av 10 efter 200
iterationer (kontrolleras med gamle Pythagoras sats, dvs datorn riknar pa var
punkt tills summan av kvadraterna av realdelen och imaginédrdelen hos det
komplexa talet dr storre 4n 100, uttryckt pd matematiska tills x* + y* > 107,

dock max 200 ganger). Matematiskt sett finns oéndligt manga nivaméngder
innan juliamé@ngden. Nédr man zoomar i talplanet vid kanten av juliaméngden,
vilket man gor genom att undersoka ett sndvare omrade inom det komplexa
talplanet, maste man oka det maximala iterationstal (ofta kallat maxiter) innan
datorn ger upp. Annars blir vissa pixlar vid griansen felaktigt svarta. Eftersom
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fig 10. ¢ = 0,380 + 0,336i.

denna juliamingd dr en fraktal, dr dess omkrets odndligt lang. Dérav foljer att
grinserna mellan nivaméngderna okar i ldngd ju mer vi ndrmar oss méngden.
Vissa ifyllda juliaméngder dr odndligt tunna, andra bestar av osammanhéngande
damm. I dessa fall dr det tack vare nivamingderna som vi kan se eller snarare
ana hur de ser ut. Darmed har vi kommit till nédsta kapitel, dér vi skall skall gora
en liten rundvandring bland de kvadratiska juliaméngderna.

Pa 6vre halvan av sidan 48, nist sista sidan (Generering av juliamédngder),
visas visuellt vad som vi gatt igenom i detta kapitel. Pa undre halvan visas pa
samma sitt visuellt hur mandelbrotmingden genereras. Men om
mandelbrotméngden skall vi tala om langre fram.

23






8) Nagra juliamingder

I forra kapitlet har jag forsokt beskriva den vanligaste metoden att gora
fargbilder av juliamingderna, den s k Level Set Method, forkortat LSM. Det
finns en annan metod som #r vildigt bra att gora svartvita bilder pa, speciellt

for ifyllda juliamingder som inte innesluter nagon domén. Den kallas Distance
Estimating Method, DEM. Den beskrivs inte i detta kompendium, men anvéands
1 foljande bilder. Med den markerar vi sjdlva juliamidngden, den fraktala grinsen
(svart), medan det som &r utanfor eller 1 en domén innesluten av juliaméngden
ar vitt. Har foljer nu nagra juliamédngder inlagda i talplanet.

c=-0,5 (fig 11)

Orbits av punkter innanfor juliamidngden dras inte mot noll utan till -
0,366, som alltsa &r den attraktiva fixpunkt som hor ihop med denna
juliaméngd. Den andra fixpunkten till hoger &r repellerande och tillhor som sig
bor sjdlva méangden.

c=-1 (fig 12)

Denna juliamingds fixpunkter dr bada repellerande. Orbits av punkter innanfor
juliaméngden, oavsett i vilken avknoppning, dras istéllet in i en s k attraktiv
cykel (i detta fall t o m superattraktiv). De kommer sa smaningom att alternera
mellan de periodiska punkterna 0 och -1 (markerade med de snedstéllda
pilarna). Ett 6vertydligt exempel ir startvirdet +1. Dess orbit dr 1 -> 17+ (-1)
=0>0+CD=-1>C1)+(-1)=0;alltsd +1 ->0->-1 ->0->-1->0etc.
Redan efter andra iterationen har orbiten natt den attraktiva cykeln; 0, -1.

Det har alltsa hint en del ndr parametern ¢ dndrats fran -0,5 till -1.
Nagonstans pa vidgen har vi fatt juliamédngder med en attraktiv cykel av period
2 1 stéllet for en attraktiv fixpunkt. Brytpunkten &r vid -0,75 (fig 13). Hér har
fixpunkten till vinster som tidigare varit attraktiv overgatt till att bli indifferent,
for att sedan bli repellerande da c blir mindre dn -0,75 (se foregaende bild for ¢
= -1). Orbits av punkter innanfor mangden niarmar sig denna fixpunkt langsamt
langsamt och riktigt fram kommer den aldrig. Denna typ av indifferenta
fixpunkter kallas dven paraboliska fixpunkter.

¢ = 0,25 ""Blomkalet"" (fig 14)

Denna juliamingd har bara en fixpunkt eftersom andragradsekvationen z = z* +
0,25 har en dubbellésning; z = 0,5 (0,5° + 0,25 = 0,5). Denna fixpunkt ir
parabolisk. Observera att skrevet gar dnda in till fixpunkten.
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fig 11. ¢ = -0,5.
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fig 12. ¢ =-1.
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fig 15. ¢ = +0,3.

¢ =0,3 (fig 15)

Detta #r var forsta juliamédngd som dr osammanhéngande. I sjdlva verket bestar
den av ett odndligt antal smadelar, s k cantordamm. En sadan cantormingd
innesluter ingen domén och bada fixpunkterna ér alltid repellerande.

c =i (fig 16)
Denna juliaméngd dr sammanhingande men 6verallt odndligt tunn.

c¢=-0,75 + 0,1i (fig 17)

Jamfor denna juliaméngd med fig 13 dér ¢ = -0,75. Hér har lagts till 0,1 i
imaginirled, alltsa ¢ = -0,75 + 0, 1i. Ibland kan mycket sma foréndringar hos
parametern ¢ ge mycket stora fordndringar 1 utseendet hos juliaméngden.
Bilderna talar for sig sjéalvt. Denna juliaméngd dr precis som for ¢ = 0,3 (fig 15)
osammanhéngande.
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fig 17. ¢ =-0,75 + 0,1i.
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¢ =-0,770930800 + 0,116025118i (fig 18)

Denna juliamingd dr den samma (sa nir som till femte decimalen) som
forfattaren latit gora sitt forsta trojtryck av. Den dr odndligt tunn i centrum av
de 14-armade stjarnorna och ldngst in i de 2-armade spiralerna. Hér och var kan
man dock finna inneslutna doméiner. Dessa finner man i bryggorna dir
spiralerna mots. Hur ser dessa inneslutna doméner ut? Vi skall gora en resa in
mot mitten i tva steg, ddr vi snabbast far svar pa var tysta fraga. Det inramade
omradet dr inzoomad i nésta bild. Inne i bryggan mellan de tvaarmade
spiralerna finner vi fyra spiraler, sedan atta mindre, sedan....... , $& smaningom
odndligt manga oédndligt sma runt ett blomkal, likadant som fig 14 for ¢ = 0,25.
Dessa spiralgrenar utgar fran "skreven" hos blomkalet. Forstorar vi upp ett
intervall av en sadan gren finner vi att den bestar av mindre 14-armade stjérnor
och spiralbryggor som slingrar sig i 2-armade spiraler. I mitten av dessa
bryggorna finns mindre blomkal... . Eftersom det i sjidlva verket dr dessa
blomkal som ytterst sett bygger upp grenarna dr varje skrev i varje blomkal
anslutet till ett eller kanske tretton skrev (eftersom stjdrnorna dr 14-armade)
hos "anslutande" blomkal! Detta fullindade lesbiska mysterium har sin 16sning
blott i det odndligt lilla.

Ovanstaende bilder 4r en provkarta pa den oédndliga variationsrikedom
som olika juliafigurer uppvisar, en variationsrikedom som helt styrs av den
komplexa konstanten c¢. Nu undrar sékert drade ldsare hur jag burit mig at for
att hitta ett c-vidrde som ger just ett blomkalshuvud inbiddad bland spiralerna
och kanske mera allmént om det finns nagon bakomliggande ordning bakom
dessa former? En som funderade i ungefiar samma tankebanor var den
inledningsvis ndimnda fraktalgeometrins fader, Benoit Mandelbrot. Svaret han
kom med huserar dven det pa det komplexa talplanet och torde vara virldens
mest kidnda fraktalfigur, sedermera uppkallad efter sin upptéckare,

fig 18. ¢ =-0,770930800 + 0,116025118i.
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mandelbrotméngden. Om denna fraktalgeometrins krona skall vi tala i nista
kapitel.
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9) Mandelbrotméngden

Mandelbrotmingden har med klassificeringen av juliaméngder att géra. Den
viktigaste skillnaden mellan olika juliaméngder dr mellan sammanhéngande och
osammanhizngande, dér juliaméngden matematiskt sett bestar av ett oandligt
antal smadelar. Om vi tittar pa bilderna ovan. finner vi att fig 15 och 17 &r
osammanhzngande. Vad som intresserade Mandelbrot var vilka véirden pa
konstanten ¢ som gav sammanhéngande respektive osammanhéngande
juliamingder. Hur skulle du kéra ldsare bara dig at for att luska reda pa det? Om
vi tittar igen pa bilderna finner vi att betriffande de sammanhingande
juliafigurerna @r origo eller z = 0, d v s dér realaxeln och imaginiraxeln korsar
varandra, en del av den ifyllda juliaminden, medan origo inte dr en del av de
osammanhingande ifyllda juliaméngderna. Detta dr en generell regel for alla
juliaméngder som genereras av processen z -> z° + ¢. P4 matematiska sidger man
att punkten noll &r en kritisk punkt. Det dr med andra ord bara att lata datorn
testa for vilka virden pa c, som z inte vixer sig odndligt stor da z = 0 &r
startvirde. Det dr dessa virden pa ¢ som utgor den beromda méngd, som efter
sin upptéckare kallasmandelbrotmdngden. Kriteriet ér alltsa salunda:

1) Endera &r juliamidngden for ett visst c-virde sammanhéngande, varvid z
= 0 tillhor den ifyllda juliaméngden, d v s har en orbit som 1 evighet &r fjittrad
kring ett begridnsat omrade kring talplanets centrum (en radie pa max 2). Da
tillhor detta ¢ mandelbrotméngden och datorn tinder pixeln (bildelementet)
som motsvarar detta c-virde med vanligast svart férg.

2) Eller ar juliaméngden for ett visst c-virde osammanhéngande, varvid z
= 0 inte tillhor den ifyllda juliaméngden, d v s z=0 har en orbit som efter ett
visst antal iterationer borjar rusa mot odndligheten. Da tillhor detta ¢ inte
mandelbrotméngden och datorn tinder pixeln som motsvarar detta c-virde med
en farg enligt en ldmplig firgskala, som svarar mot det antal iterationer som
orbiten for z = 0 tar pa sig for att na utanfor en viss radie fran det komplexa
talplanets centrum. Denna radie maste vara minst 2, men kan gédrna goras storre
(jag har precis som for juliamidngderna av estetiska skél valt radien 10).

Ett datorprogram for mandelbrotmingden dr alltsa néstan identiskt med
ett program for juliamédngderna (repetera gérna kapitel 7 "Fiargerna da"). I figur
21 visas mandelbrotméngden ddr nivamangderna, i brist pa farg, visas med
alternerande morka och ljusa filt. Forsta filtet (overst och nederst till vénster)
representerar nivamangden 2, d v s for ett c-virde inom denna nivaméngd krivs
2 iterationer for att fora variabeln z utanfor en radie av 10, daz =0 ar
startviarde. Observera att hela det svarta omradet som inneslutes av fraktal-
kurvan dr mandelbrotméngden och inte bara sjédlva den fraktala grinsen.

Mandelbrotfiguren ligger symmetrisk kring den reella axeln. Spetsen pa
antennen ligger pa c= -2. Huvudet &r centrerat kring ¢ = -1 och hidnger ihop med
kroppen vid ¢ = -0,75 samt vid sin huvudvarta vid ¢ = -1,25. Skrevet ligger vid
c =+0,25.

Mandelbrotfiguren eller mandelbrotméngden ér alltsa de c-virden som ger
sammanhingande juliaméngder, men inte nog med detta. Mandelbrotmingden,
visar det sig, innehaller pa ett mérkligt sitt information om formerna hos det
oidndliga antalet juliamingder.Detta skall nu forklaras genom att vi tittar pa var
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fig 21. Mandelbrotmingden omgiven av nivamingder.

i eller utanfér mandelbrotmingden virdena for parametern c till vara
juliaméngder ovan dr hamtade. I figur 22 visas mandelbrotmingden inlagt i
talplanet. De inramade bilderna runt omkring dr de juliaméingder som avhandlas
hir. Fran dessa har jag efter bista formaga dragit pilar som markerar stéllena i
och utanfér mandelbrotmingden som c-véirdena (parametrarna) dr hamtade
ifran. I bilden visas det som ligger "ndra" mingden i svart med hjilp av DEM
(sid 25) medan sjédlva méingden och det som ligger klart utanfor visas i vitt. Vi
skall nu titta pa vara juliamingder igen och dirvid observera deras relation till
mandelbrotméngden. Vi borjar i mitten och gar forst at véanster. Darefter gar vi
uppifran till hoger och ner.

Parameter ¢ = 0 ger cirkeln, var forsta juliamingd. Observera att alla julia-
méngderna i fig 22 inte &r skalenliga i forhallande till varandra.

Parameter ¢ = -0,5 ligger ocksa inom den hjirtformade kroppen av
mandelbrotméngden. Alla c-varden som ligger inom hjirtat ger juliamingder dir
ena fixpunkten &r attraktiv.

Parameter c = -0,75 ligger exakt dar huvudet hianger ihop med kroppen.
Alla juliaméngder genererade av c-vdrden pa eller nira griansen till
mandelbrotméngden har stora likheter med den region av mandelbrotmingden
som c-virdet hdmtats fran. Alla c-virden pa griansen av hjartat dir en
avknoppning ligger ger juliamingder dir ena fixpunkten 4r parabolisk.
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fig 22. c-virdena till ovan avhandlade juliamingder. Mandelbrotméngden utgor
de c-viirden (parametrar) som ger sammanhingande juliaméingder.

Parameter ¢ =-0,75 + 0,11 ligger utanfoér mandelbrotméngden varfor
juliamingden dr osammanhzngande och bestar av ett odndligt antal smadelar.
Utseendet paminner om de former man finner pa kroppsidan av mandelbrot-
mingden 0,1 enheter ovan nacken.

Parameter ¢ = -1 ligger mitt i huvudet. Alla c-virden tagna inifran
huvudet ger juliamingder till vilka hor en attraktiv cykel av period tva.

Parameter ¢ = -2 dr den allra allra yttersta spetsen pa antennen hos
mandelbrotméngden. Den ger en rak linje. Att punkten tillhor
mandelbrotmiingden &r ovanligt litt att visa matematiskt; 0 -> 0° + (-2) =-2 ->
(-2’ +(-2)=4-2=2->2"+(-2)=2etc.

Parameter ¢ =i ligger ocksa ytterst pa en gren hos mandelbrotmingden
(hogra grenen pa "y-et" hogst upp). Forsoker man zooma denna extrempunkt,
finner man att den ligger ldngst in i en mycket langsam medurspiral (efter
odndligt manga varv). Juliamdngden som den genererar &r precis som foregaende
Overallt odndligt tunn men sammanhingande. Denna 4r dock en fraktal
paminnande om en askblixt liknande grenen hos mandelbrotmingden som c-
vérdet dr tagit ifran. Att detta c-virde tillhor mandelbrotméngden dr ocksa litt
att visa om man kan rdkna med komplexa tal (kapitel 4); 0 ->1->-1+1->-1->

35



-1 + 1 etc. Fr o m tredje iterationen hamnar vi i en (repellerande) cykel med
perioden tva. For motsvarande punkt nere till hoger, d v s ¢ = -i far vi orbiten 0
>-i->-1-1->1->-1-1etc, alltsa samma siffror men olika tecken.

Parameter ¢ = 0,380 + 0,336i ligger i bakre delen mitt i en knopp fran
vilken det utstralar 5-armade stjarnor. Resulterande juliaméngd var den forsta
vi tittade pa som var en fraktal (sid 22 - 23). Den bestar uteslutande av
extrempunkter dér inneslutna doméner hinger samman fem och fem!!!
Startpunkter var som helst 1 vilken som helst 1 dessa doméner ger orbits som
for eller senare fastnar i en evig S-periodisk dans mellan de fem periodiska
punkterna som ligger ungefir i centrum i de fem stora doménerna som forenas i
extrempunkten 1 6vre hogra halvan. Alla c-virden inom denna knopp samt
inom 14 andra komponenter hos mandelbrotmingden ger juliaméngder med en
attraktiv cykel med perioden 5.

Parameter ¢ = 0,3 ligger strax bakom skrevet av mandelbrotméngden.
Eftersom detta c-vérde inte tillhor mandelbrotméangden, bestar denna
juliamingd av en odndlig hierarki smadelar.

Parameter ¢ = 0,25 ligger exakt i spetsen av skrevet liangst bak pa
mandelbrotméngden. Sa bestar resulterande juliamingd, vart blomkal, ocksa av
en oandlig hierarki skrev.

En av vara juliaméngder saknas i fig 22. Det ér den allra sista i kapitel 8,
den for c =-0,770930800 + 0,116025118i, med de 2-armade spiralerna, 14-
armade stjarnorna och blomkalen i mitten av bryggorna. Denna juliaméngd skall
vi undersoka nidrmare i nésta kapitel.
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10) Det lesbiska mysteriet

For att forklara denna juliamingds historia, inbjuds &drade ldsare hirmed pa en
resa en bra bit in i mandelbrotmingden mot det c-virde som dr ansvarigt for
vart lesbiska mysterium (sid 30). I varje bild har jag ritat in en fyrkant som

visar var nésta bild dr inzoomad. Inne i bryggan mellan de bada tvdarmade
spiralerna (fig 28) mots fyra tvaarmade spiraler (fig 29), sedan atta mindre,
sedan....., sa smaningom o#ndligt manga, odndligt sma runt inte nagot blomkal,
men runt en gengangare av skalbaggen (Forstoringen pa denna sista bild &r cirka
172 580 ggr jamfort med ursprungsbilden dir skalbaggen dr ca 10 cm hog. Med
denna forstoringsgrad skulle den vara drygt 17 km hog). Fran spetsen av

skrevet langst bak pa denna minikopia har c-virdet himtats som gett var
sofistikerade juliamingd. Hade c-virdet hamtats fran centrum av huvudet pa
minikopian, hade juliaméngden i fullskalemodell sett likadan ut (praktiskt sett).
Diremot hade 1 bryggan i1 mitten (och 1 alla andra bryggor) legat en likadan figur
som figur 12 sidan 26, med ett c-virde fran centrum av den stora skalbaggens
huvud. Dirav talet om femte decimalen pa sidan 28. Sa langt ner i
decimalutvecklingen pa konstanten hianger utseendet pa juliaménden ldngst in i

bryggorna.

Man har matematiskt bevisat att hela mandelbrotméngden &r
sammanhingande. Minikopian, figur 29 (och alla andra minikopior), hinger
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fig 25.
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fig 26..

fig 27.
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fig 28.

fig 29.
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alltsa samman med huvudfiguren pa nagot vis!!! Det gor den via en odndligt
krokig gren vars yttre kontur kan f6ljas fran fig 25 och framat. I fargbilder dr
det nivaméngderna som framhiver denna kontur. Zoomar man in for att se
sjalva grenen, finner man forr eller senare fler minikopior. Det dr dessa
minikopior av olika storlekar som bygger upp grenarna. Bakat hinger var
minikopia samman via en gren som gar in i baken, men denna gren bestar ju av
annu mindre minikopior!!! Lingst in i baken sticker alltsa en o#ndligt liten
minikopia sitt spjut, men detta spjut bestar ju i sin tur av odndligt manga
minikopior!!! Helt absurd blir situationen i centrum av stjirnorna. Tag t ex den
nedre stjdrnan i fig 25. Denna har 14 armar. Langst in i centrum av denna
stjdrna, ett centrum som inte finns men likvil finns, angor grenen som utgar
fran huvudfiguren (via en odndlig serie av av-knoppningar). Den "sista"
minikopian i denna gren kor sitt spjut 1 13 bakar samtidigt!!! Denna styggelse,
precis som det lesbiska mysteriet fig 18 - 20 dger dock dock rum i en litenhet
bortom alla odndligheter dit ingen kan komma, en intighet dér alla lagar om
rimligt och orimligt brutit samman.

Lat oss for ett 6gonblick atervinda till Juliamingden pa sidan 30. Denna
ar precis som alla andra juliamidngder sjdlvliknande i alla skalor. I mitten av alla
bryggor hittar vi blomkal i likadan miljo som i alla andra bryggor. Juliaméngden
har en viss likhet med utseendet hos det grensystem hos mandelbrotmingden
som var minikopia ir en del av. Studerar man detta grensystem (hos
mandelbrotméngden) nérsynt finner man dock att ingen av de 14-armade
stjarnorna respektive 2-armade spiralerna dr exakt lik nagon annan 14-armad
stjarna respektive 2-armad spiral. I mitten av var spiralbrygga ligger visserligen
en minikopia av mandelbrotméngden, men ingen minikopia har en omgivning
som dr exakt likadan som hos nagon annan minikopia. Ju narmare
extrempunkter, centrum av stjarnor och slutet pa spiraler, dess djupare i
bryggorna far man zooma for att hitta minikopian. Detsamma géller ndr man
zoomar i bryggor nira andra minikopior. Det finns inget omrade i
mandelbrotmingden som ser exakt likadant ut som nagot annat omrade vid
nagon forstoringsgrad. Det dr darfér som mandelbrotmingden pa ett méarkligt
sdtt innehaller information om formerna hos det odndliga antalet juliaméngder.
Dels ser olika omraden av mandelbrotméngden uppenbart olika ut. Dels dyker
nya former och nya 6verraskningar upp i all odndlighet efterhand som man
talmodigt zoomar djupare och djupare i samma omrade. Griansen for hur djupt
man kan forstora sitts av hur langa decimaltal programmet man anvénder kan
hantera. Hur djupt @n grinsen for ett program ligger, star man forr eller senare
vid gransen och mumlar for sig sjélv; "Jag skulle vilje ga in dnnu djupare dér och
dar". Eftersom fler och fler former dyker upp i all odndlighet, maste det
innebéra att vi till slut har att géra med monster som i komplexitet overtraffar
varje jordisk struktur inklusive den minskliga hjarnan. Man har till och med pa
skdamt stdllt sig fragan om mandelbrotmingden innehaller intelligent liv!!!
Fragan dr inte fullt sa vrickad som det forst kan tyckas. Allt detta genererat av
en enkel regel som upprepas i det odndliga (folk som kan programmera sédger
att algoritmen for mandelbrotméngden kréver firre programrader én algoritmen
for den odndligt mycket enklare von Koch snoflinga behandlad forst i
kompendiet). Kanske dr det en dold fraktal ordning som gor att en cell kan
innehalla all information om en méanniska? Strukturen framtrader mer och mer
efterhand som den iterativa processen, i detta fall celldelningen, fortskrider.
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11) Vad vi inte talat om

I detta kompendium &r det en forfirlig massa saker som inte avhandlats:

-Historien bakom upptickten av juliaméngderna, dér en av tradarna var
Newtons metod att 16sa tredjegradsekvationer.

-Juliaméngder och mandelbrotmingder av andra matematiska processer
an z -> z* + ¢. Den "vanliga" mandelbrotfiguren dyker upp som ett spoke,
antingen ensamt eller som en del av andra fraktalfigurer pa parameterplanet vid
iteration av manga andra matematiska funktioner.

-Att man inom kaosforskningen har funnit att dvergangen fran ordning till
kaos foljer ett matematiskt monster, ett monster som ir detsamma oberoende
vad det &r for system som borjar bete sig kaotiskt. Denna 6vergang fran
ordning till kaos representeras pa ett markligt sitt av mandelbrotméngden.

-Filosofiska och kvasifilosofiska slutsatser, fast vi var pa god vag sist i
foregaende kapitel.

-Inga datorprogram for mandelbrot- och juliafigurer har recenserats.
Sadana program finns for alla datorer. Nagra dr kommersiella, men de flesta dr
fricirkulerande.

Nedan ges nagra tips for vidare ldsning. Det &dr bocker och kompendier
som betytt mycket for min egen kunskapsinhdmtning.

KAOS, vetenskap pa nya vigar av James Gleick. Bonniers forlag. Boken
kom ut pa svenska 1988 och ir ett spiannande stycke vetenskapshistoria.
Innehaller nagra lickra férgbilder, bl a en inzoomningsekvens i
mandelbrotfiguren.

THE FRACTAL GEOMETRY OF NATURE av Benoit B Mandelbrot. W. H.
FREEMAN AND COMPANY New York. Mandelbrots livs testamente.

Boken ir rikt illustrerad och behandlar alla sorts fraktaler. Endast en mindre del
dgnas at juliamingder och mandelbrotméngden.

Juliaméngder av Niklas Lindholm. Specialarbete i matematik vid
Linddlvskolan i Kungsbacka varterminen 1991. Arbetet dr en utmirkt
introduktion for den som tidnker ge sig i kast med nésta bok.

The Beauty of Fractals av H.-O. Peitgen och P.H. Richter. Springer-Verlag.
En del kapitel verkar vara skrivna av matematikprofessorer for andra
matematikprofessorer. Innehaller ett otal fraktalbilder bade i svartvitt och firg.
Dessa bilder har ingatt i en internationell utstéllning om datakonst.

The Science of FRACTAL IMAGES av H.-O. Peitgen och Dietmar Saupe.
Springer-Verlag. En parallellbok till *>The Beauty of Fractals’’ skriven for
programmerare och innehéller ett otal algoritmer for fraktalprogram. Behandlar
dven landskapsfraktaler.
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Fraktaler BILDER AV KAOS OCH KOSMOS av Bo E Carlsson. Prisma.
Kortfattad historisk och matematisk genomgang pa en lagom niva av alla typer
av fraktaler.

FRAKTALER OCH KAOS fran matematiska institutionen Umea universitet.
Kompendium och diabilder for gymnasieelever.

Monstret pa din tréja, 12-sidigt illustrerat kompendium jag sjilv skrivit som
beskriver det matematiska och figurmissiga sambandet mellan juliamdngderna
och mandelbrotmdingden. Samma forfattare som till detta kompendium. Ingar
vid kop av HANES T-shirt eller BEST IN TOWN college-troja med vacker
juliafigur pa (fig 18 sid 30). En foregangare till detta kompendium..

Kompendier. Till alla mina fraktalbilder ingar skriddarsydd dokumentation.
F n (Juni -05) finns 28 motiv. De flesta motiven dr mycket djupa forstoringar i
mandelbrotmingden (ca 10" - 10" i vertikal lingdskala) dir dom djupaste
forstoringarna innebér att huvudfiguren skulle vara mangdubbelt storre dn
planetsystemet. I tillhérande kompendiier visas hela den spannande
zoomsekvensen till respektive bild Ett par av dessa finns dven som s k
fototryck pA HANES T-shirts med hela mandelbrotfiguren p baksidan. Aven
college trojor finns.

Sedan hosten -96 har jag tagit fram ett antal motiv fran motsvarigheten
till mandelbrotmingden for kubiska polynom, d v s polynom av 3:e graden.
Denna motsvarighet &r ett fraktalt monstrum med utstrickning i fyra!!!
rumsdimensioner, som dirfor far studeras i tre- eller tva-dimensionella
genomskidrningar. Lds om "hur" och alla "varfor" i den spannande
dokumentationen (pa minst 18-sidor) till respektive bild. Ett kort intro ges pa
sista sidan i detta kompendium.

Du kan dven klicka "Cubic Tutorial" pa min fraktala indexsida som du
nar via forsta linken pa min svenska huvudsida:

http://klippan.seths.se/ik/ik

FAME: P4 min indexsida finns en rund symbol under vilken det star ” Artist
Member of Fractal Art Museum”. Klickar du denna symbol, kommer du till en
sajt, ddr ett stort antal skapare av fraktalbilder, bl a undertecknad, stillt ut
nagra av sina motiv. Sajten drivs av Joseph Trotsky.

Chaotic Series: For snart tva ar sedan skrev jag en illustrerad artikelserie for
ett par fraktala mejl-grupper. Enda forkunskapskravet for den matematiska
delen édr kiinnedom om vad komplexa tal dr. Men det har drade ldsare
tillgodogjorts sig i kapitel 4 i detta dokument. Exempel pa titlar dr, The
complete Lesbian Mystery, Cracks, where do they come from, The reason why
the Trolls burst etc. De mer dn 30 artiklarna dr nu redigerade som pdf-
dokument och finns uppladdade pa:

http://klippan.seths.se/fractals/articles

Lénk finns givetvis ocksa pa min “vanliga” sida.
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fig 30. Forstoring nagonstans i (grinsen till) mandelbrotmingden. Bilden ir kord med
den vanliga nivaméiingdsmetoden. Varje vitt och svart omrade omfattar respektive 40
nivaméngder. Den 17-armade stjiarnan stralar ut fran en intighet dir alla

rimlighetslagar trancenderats.

fig 31 (overst nésta sida). Jattedjup forstoring i (grinsen till) mandelbrotmingden
gjord med windowsprogrammet Fractal eXtreme. Graskalorna visar nivamingderna.
Om hela mandelbrotfiguren oforstorad var 1 dm lang skulle den med denna forstoring
stricka sig mer dn 20 ganger utanfor det 6verblickbara universums grins!

fig 32 (nederst nista sida). Anfall fran 4:e dimensionen. Tredimensionellt ”tvirsnitt”
av den fulla motvarigheten till mandelbrotmiingden for kubiska polynom. Denna
”fulla motsvarighet” ir ett fyrdimensionellt monster. Kommentar till bilden finns pa

sista sidan.
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Tillagg till pdf-versionen

I) Enkelhet och komplexitet

Mandelbrotfraktalen har sitt ursprung i den mest enkla icke-linjédra funktion
man Over huvudtaget kan iterera, z° + ¢, d v s en variabel i kvadrat plus en
konstant (parameter). Trots att griansen till mandelbrotmingden &r en odndligt
invecklad fraktal, dr “receptet” for alstrandet av den mycket enkel. For dom
som ldr sig programmera ir ett enkelt mandelbrotprogram ren
nyborjarprogrammering. Komplexiteten hos resultatet har alltsa inget samband
med hur komplicerad receptet eller algoritmen ér. Detta skulle kunna
sammanfattas med foljande:

1) Algoritmen (receptet) for att generera mandelbrotméngden och detaljer
av denna dr mycket enkel, z -> 7’ + ¢, ddr z = 0 i utgangsliget, "c¢” varierar med
bildpunkterna (se undre halvan nésta sida).

2) Berikningarna for att ta fram en bild av densamma dr dock sa
omfattande att, i praktiken endast en dator kan gora det. For varje bildpunkt pa
skdrmen maste berikningsloopen snurra kanske upp emot ett antal tusen
ganger. Det gor miljoner eller kanske miljarder multiplikationer med langa
decimaltal for en forhoppningsfullt vacker fraktalbild.

3) Forklaringen till att krusidullerna i dom pa enkla grunder empiriskt
framriknade bilderna ser ut som dom gor ér dock en fraga for
elitmatematikerna. Jag har for mig (nér det giller mandelbrotméngden) att det
pa deras rotvélska lyder nagot i stil med “’bla bla bla bla fundamentalgruppen
av ensidigt tvaskift bla bla bla”.

4) "Tvaskift” dr ndra knutet till den matematiska leken: Jag dr ett brak
mellan 0 och 1, dubbla mig gang pa gang, men blir jag storre dn 1 dra ifran 1
(tex 1/6 -> 2/6 = 1/3 -> 2/3 -> 4/3 — 1 = 4/3 — 3/3 = 1/3 etc). Man kan se
braken som delar av ett helt varv och leken som vinkelférdubblingar. I
vidstaende exempel far vi alltsa orbiten: 1/6 -> 1/3 -> 2/3 -> 1/3 -> 2/3 etc. Nir
man roterat till 4/3 varv dr man i sjilva verket tillbaka till 1/3 varv, man har
sugits in i en 2-periodisk cykel. Jimfor exemplet pa sidan 25 for ¢ = -1. Arade
lasare kan sjdlva se vad som hiander om man kor denna lek med andra brak
mellan O och 1. Prova t ex 1/7 eller 3/7!

M a o ur yttersta enkelhet vixer via dndlosa berdkningar odndlig komplexitet
fram, vars forklaringar pa mycket hog niva aterigen snubblar 6ver yttersta
enkelhet.
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Generering av

Jjuliamangder
Dynamik- Parameter-
planet planet
Cimag
Creell
Varje pixel representerar Parameter som styr
ett startvdrde pa ’z”. utseendet pa juliamédngden.
\/
z > 7 + c= —1
T4— Nytt 7z <
Generering av
mandelbrotméingden
Dynamik- Parameter-
planet planet
A Zimag Cimag
Pixlar
Zreell Creell
z =0 &r startvérde. Varje pixel representerar
ett parametervirde pa ’c”.
z > 77 + c= —»
*4— Nytt ”Z” < ¢
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II) Den fulla motsvarigheten till
mandelbrotmangden for polynom av tredje
graden

Om “’trollformeln” for mandelbrotméngden relaterad till andragrads eller
kvadratiska polynom ir:

Z->7 +¢C

ddr mandelbrotmingden residerar pa c- (parameter-) planet och utgors av de
komplexa parametrar (= #pixlar) ”c” for vilken den kritiska punkten z = 0 har
en begrinsad orbit (inte rusar mot odndligheten), lyder trollformeln” fér den
fulla motsvarigheten till mandelbrotmingden for kubiska polynom:

z->7'-3a’2z+Db

ddr denna "fulla motsvarighet" utgors av de komplexa parametrar, ’a” och ”’b”,
for vilka bada dom kritiska punkterna z = +a och z = -a har begrinsade orbits
(mer om dom kritiska punkterna lédngre ner). Eftersom varje parameter har 2
axlar, en reell och en imaginér, innebir det att vi inte har ett parameterplan utan
en parameter- “rymd” med utstriackning i fyra dimensioner, alltsa en
dimension mer dn rummet. Om hogt drade lidsare kunde rora sig ut i en fjédrde
dimensionen en lagom striacka skulle ni se alla in- och ut-sidor samtidigt av det
hus ni nu troligen befinner er i. Alla rum och dolda utrymmen skulle ligga
vidoppna for er, inbegripet att ni skulle se alla indlvor hos folk och fd som
befann sig i huset. Forutsatt att ni hade ert forstand i behall, skulle ni sedan
kunna tomma husets eventuella kassaskap utan att 6ppna laset eller limna
nagra som helst spar efter er. En fotboll skulle ni, genom att ta ut den i fjarde
dimensionen, kunna vinda ut och in utan att skada den och sedan aterféra den
till rummet.Eftersom vi médnniskor inte ens kan fantisera om fler &n tre
dimensioner, far detta monstrum dérfor studeras i tre- eller tva-dimensionella
genomskérningar (vilket man gor genom att fixera vérdet ldngs en eller tva av
axlarna och lata datorn plotta de 6vriga). Matematiken har ddremot inga som
helst fordomar om hur manga dimensioner det finns.

En vildigt instruktiv sajt om fjirde dimensionen, som i sig inte har med
fraktaler att gora, ir:

http://www.mds.mdh.se/~mas95jed/dim/

Vidare har, som vi namnde ovan, denna formel tva kritiska punkter, z = +a och
z = -a. Dom tva mingder for vilka respektive kritisk punkt har begriansad orbit
kallas M, och M.. Sista bilden (figur 32) visar ett tredimensionellt snitt dér
axeln b, pekar in i 4:e dimensionen, och 3d-snittet &r gjort vid b, . = 1. Den
morka mingden dr M, och den ljusa M . 3d-snitt av de bada méngderna har
avsmalnande tentakler som stricker sig hur langt ut som helst. Emellertid &r
dom inramade i en virituell "bur", och dir tentaklerna kapas utgors brottytorna
av kopior av mandelbrotméngden. Den del som M, och M_har gemensamt
utgor den “fulla motsvarigheten” till mandelbrotméngden for kubiska polynom.
Mer om “monstermatten” bakom “cubics” kan du ldsa om du klickar Cubic
Tutorial pa min indexsida. Sedan handlar dom senare delarna av artiklarna i
”Chaotic Series”, omnamnt pa sidan 44, om cubics och polynom av dnnu hogre
gradtal.
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